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A piros-fekete fa definicidja

Piros-fekete fa

A piros-fekete fa olyan binaris kereséfa, amely a kdvetkez6
tulajdonsagokkal rendelkezik:

©@ Minden csomépontja piros vagy fekete.
® A gyodkere fekete.
® Minden (NIL értékl) levele fekete.

® Ha egy csomopont piros, akkor mindkét rakdvetkezdje
fekete. (Méas szavakkal kifejezve: nincs benne két egymast
kovetd piros csomépont.)

@® Minden csomoépont esetén az 6sszes olyan Gton, amely az
adott csomépontbdl indul ki és levélig vezet, ugyanannyi a
fekete csomépontok szama.

Megjegyzés

Egy n adatelemet tartalmazé piros-fekete fa magassaga
legfeljebb 2 log(n+ 1).
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Beszuras piros-fekete faba (Okasaki-modszer)

Egy piros-fekete fat ugy bovitiink, mint egy kereséfat: mindig
levélelemmel, amelyet pirosra szineziink. A levélelemmel
torténd bovitést kovetden a kdvetkezd esetek fordulhatnak el6:

@ A fatovébbra is rendelkezik a piros-fekete
tulajdonsagokkal. Ekkor nincs teenddnk, készen vagyunk.

® Nem teljesll a 2-es tulajdonsag, miszerint a gyékérelem
fekete. Ez csak akkor fordulhat el®, ha éppen a gyokeret
szUrtuk be, azaz a fa el6zdleg Ures volt. Ekkor atszinezziik
a beszurt (gytkér)elemet feketére, és készen vagyunk.

® Nem teljesll a 4-es tulajdonsag, miszerint nincs a faban
két egymast kdvetd piros csomoépont. Ez csak akkor
fordulhat el®, ha a beszuart elem szUl6je is piros. Mivel a
gyOkér fekete, a beszurt elemnek biztosan létezik
nagyszil6je, amelynek a 4-es tulajdonsag miatt feketének
kell lennie. Ekkor forgatédsokat és atszinezéseket kell
végrehajtanunk.
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Beszuras piros-fekete faba (Okasaki-modszer)
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Beszuras piros-fekete faba (Okasaki-modszer)

A fenti transzformacié (egy vagy két forgatas, valamint egy
atszinezés) utan az y szil6jébdl (ha létezik) barmelyik levélbe
vezetd Uton ugyanannyi fekete elem lesz, mint amennyi a
transzformacio elétt volt. Az igy kapott fa mar vagy piros-fekete
fa, vagy nem teljesil a 2-es tulajdonsag (ha y a gy6kérelem),
vagy nem teljesil a 4-es tulajdonsag (ha y szUl6je piros).

A fenti transzformdciét tehat addig kell ismételniink, amig y
szll6je fekete nem lesz (ekkor nincs tovabbi teenddnk), vagy y
a gyokér nem lesz. Utdbbi esetben atszinezzlk y-t feketére, és
készen vagyunk. (A gytkérelem feketére szinezésével a
gyOkérbdl az egyes levelekbe vezetd utak mindegyikén
ugyanannyival nd a fekete csomoépontok szama, tehat az 5-6s
tulajdonsag tovabbra is fennall.)
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Beszuras piros-fekete faba (CLRS-modszer)

A CLRS-modszer abban kiildnbézik az Okasaki-modszertdl,
hogy hogyan kezeli azt az esetet, amikor a beszuras utan nem
teljesul a 4-es tulajdonsag. Ekkor két esetet kilonbdztetlink
meg attdl fliggden, hogy a beszurt elem nagybacsija (a
sz(il6jének a testvére) piros-e vagy fekete. Tételezziik fel
el6szor, hogy fekete! Ekkor hasonl6 forgatasokat hajtunk
végre, mint az Okasaki-modszer esetén, viszont utana az y
csomépont lesz fekete, mig a két gyermeke (x és z) piros.
Ezéltal biztosan teljes(ini fog a 4-es tulajdonséag, igy nincs
szikség tovabbi forgatdsokra és atszinezésekre
(természetesen a 2-es tulajdonség is teljesdl).
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Beszuras piros-fekete faba (CLRS-modszer)

Az A, B, C és D részfak
fekete gyoOkertiek.
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Beszuras piros-fekete faba (CLRS-modszer)
Mi térténik akkor, ha a beszurt elem nagybécsija piros? Ebben
az esetben a beszurt elem szilbjét és annak testvérét (a
nagybacsit) feketére szinezzik, a sziilbjlket pedig pirosra.
Forgatast ilyenkor nem kell végrehajtani. Az egyik lehetséges
esetet szemlélteti a kdvetkezd abra:

Kdnnyen lathatd, hogy az atszinezés utan nem valtozik a
gyOkérbdl a levelekbe vezetd utakon a fekete elemek szama.
Eléfordulhat viszont, hogy nem teljesll a 2-es vagy a 4-es
tulajdonsag. Az eljarast tehat mindaddig kell ismételniink, amig
(i) z szlil6je fekete nem lesz (ekkor készen vagyunk), (i) z a
gy6kér nem lesz (amit atszinezlink feketére, és készen
vagyunk), vagy (iii) z nagybacsija fekete nem lesz (ekkor
végrehajtunk egy vagy két forgatast, és készen vagyunk).
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Torlés piros-fekete fabol

Egy piros-fekete fabdl ugyanugy toérllink, mint egy kereséfabdl.
Az a csomépont, amelyet eltavolitottunk a fabdl, nem feltétlendil
az a csomopont, amely a tordlt adatelemet tartalmazta. A
piros-fekete tulajdonsagok helyreallitasahoz az eltavolitott
csomépontot kell figyelembe venniink. Legyen ez a csomépont
v, a szll6je pedig p(v)!

Az eltavolitott csomopont (v) legalabb egyik gyermekének
levélnek kell lennie. Ha v-nek van egy nem levél gyermeke,
akkor a helyét az a bizonyos gyermek, kilénben pedig egy
levélelem veszi at. Legyen u az a gyermek, amelyik v helyére
kerUl a térlés utan! Ha u levél, akkor tudjuk, hogy fekete.

Ha v piros, akkor készen vagyunk, mivel egyetlenegy
piros-fekete tulajdonsagot sem sértettlink. Tehat tegylk fel,
hogy v fekete!
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Torlés piros-fekete fabol

A gyokérbdl a levelekbe vezetd azon utak, amelyek
keresztlilmennek v-n, eggyel kevesebb fekete csomépontot
fognak tartalmazni, mint a t6bbi gydkér-levél ut a faban, és ez
megsérti az 5-0s tulajdonsagot. Ha p(v) és u is piros, akkor a
4-es tulajdonsagot is megsértjik, de latni fogjuk, hogy az 5-6s
tulajdonsag helyredllitasa a 4-es tulajdonsagot is helyreallitja
tovabbi teenddk nélkiil, ezért mi most az 5-6s tulajdonsag
helyredllitasara koncentralunk.

Képzeljik el, hogy egy fekete tokent rendeliink u-hoz! Ez a
token azt jelzi, hogy az ezen a csoméponton atmend, levélig
vezetd utak eggyel kevesebb fekete csomopontot
tartalmaznak, mint kellene. (Kezdetben ez azért van, mert v-t
kitéroltik.) A tokent a faban egyre feljebb vissziik, amig ki nem
alakul egy olyan helyzet, amelyben az 5-6s tulajdonsagot
helyredllithatjuk. Ezt a tokent egy kis fekete négyzettel jeléljik
az abrakon. Ha a tokennel rendelkezd csomopont fekete, akkor
azt duplan fekete csomoépontnak nevezzik. (A token csak egy
fogalmi eszkdz, fizikailag nem jelenik meg az
adatszerkezetben.)
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Torlés piros-fekete fabol (1. eset)

1. eset: Ha a tokennel rendelkezé csomédpont piros, vagy a fa
gyokere (vagy mindkettd), akkor egyszerlien szinezziik at
feketére, és készen vagyunk. Vegylk észre, hogy ez a 4-es
tulajdonsagot (nincs két egymast kévetd piros csomépont)
helyredllitia. Az 5-0s tulajdonséagot is helyreallitja a kévetkez6
okbdl. A token azt jelezte, hogy a gyokérbdl az ezen a
csomoponton athaladd, levélig vezeté utaknak egy Ujabb
fekete csomépontra lenne sziikséglik ahhoz, hogy a tdbbi
gyokér-levél atnak megfeleljenek. Azaltal, hogy ezt a piros
csomopontot feketére szineztiik, pontosan azon utakhoz
adtunk egy Ujabb fekete csomdpontot, amelyekben eggyel
kevesebb volt a kelleténél.

Ha a token a gyOkérben van, és a gyokeér fekete, a tokent
egyszerlien eldobjuk. Ebben az esetben minden gydkér-levél
Uton eggyel csékkentettiik a fekete csomépontok szamat, igy
az 5-0s tulajdonsag tovabbra sem sérdil.

A tovabbi esetekben feltételezhetjik, hogy a tokennel
rendelkezd csomoépont fekete, és nem a gyokér.
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Specialis fak

Torlés piros-fekete fabol (2. eset)

Késa Mark
2. eset: Ha a duplan fekete csomépont testvére és mindkét b
unokadccse fekete, akkor a testvert pirosra szinezzik, a tokent -
pedig egy csomdponttal feljebb visszlk a gyokér iranyaba. S\

Az alabbi dbran, amely a két lehetséges alesetet mutatja, az y
korlli szaggatott vonal jelzi, hogy ezen a ponton nem érdekel \e., B
minket y szine, az A, a B, a C és a D fol6tti kis karikak pedig =
azt jelzik, hogy az adott részfa gyokere fekete.
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Torlés piros-fekete fabol (2. eset)

A testvér pirosra szinezése kitdrdl egy fekete csomdpontot a
belble elérhetd levelekhez vezetd utakbol, igy azokon az
utakon ugyanannyi fekete csomépont lesz, mint amennyi a
duplan fekete csomépontbdél elérhetd levelekhez vezetd
utakon. A tokent felvissziik az y sz(il6be, jelezve, hogy minden
y alatti ut most eggyel kevesebb fekete csomépontot tartalmaz,
mint kellene. Nem oldottuk meg a problémat, csak egy szinttel
feljebb toltuk a gyokeér felé.

Ezt a miveletet nyilvan csak akkor hajthatjuk végre, ha
mindkét unokadcs fekete, hiszen kiildnben egymast kdvetd
piros csomopontokat kapnank.
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Torlés piros-fekete fabol (3. eset)

3. eset: Ha a duplan fekete csomopont testvére piros, akkor
egy forgatast és egy szincserét kell végrehajtani. A két
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lehetséges esetet a kdvetkez6 abra mutatja:
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Torlés piros-fekete fabol (3. eset)

Ez a Iépés nem valtoztatja meg a gyokérbdl a levelekhez
vezetd utakon a fekete csomoépontok szamat, de garantalja,
hogy a duplan fekete csomépont testvére fekete lesz,
amelynek kdvetkeztében vagy a 2., vagy a 4. eset fog eldallni.

Ugy tinhet, hogy rontottunk a helyzeten, mivel a token
tavolabb keriilt a gyokértdl, mint kordbban volt. Mivel azonban
a duplan fekete csomopont sziiléje mar piros, ezért ha a 2.
eset allt el6, akkor a tokent egy piros csomépontba fogjuk
tovabbitani, amely aztan feketévé alakul, és készen leszink.
Ha pedig a 4. eset all eld, akkor — ahogy mindjart latni fogjuk —
mindig eltlinik a token, és befejezédik a mivelet. Ez a
.visszalépés” tehat annak a jele, hogy mar majdnem készen
vagyunk.
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Torlés piros-fekete fabol (4. eset)

4. eset: Végll maradt az az eset, ahol a duplan fekete
csomopontnak fekete a testvére, és legalabb egy piros
unokadccse van. Legyen egy x csomopont kzeli unokadccse
x testvérének a bal oldali gyermeke, ha x bal oldali gyermek,
és x testvérének a jobb oldali gyermeke, ha x jobb oldali
gyermek; és legyen x tavoli unokadccse x masik unokadccse.
(Az dbran x kozeli unokadccse kdzelebb van x-hez, mint a
tavoli.)

Két aleset létezik:

® A duplan fekete csomépont tavoli unokadccse fekete,
tehéat a kdzeli unokadecse piros.

@ A tavoli unokadcs piros, tehat a kdzeli unokadcs barmilyen

szinl lehet.

Ahogy a kdvetkez6 abran lathato, az (i) alesetet egy
forgatassal és egy szincserével a (ii) alesetre transzformaljuk,
a (ii) alesetet pedig egy Ujabb forgatassal és szincserével
oldjuk meg. A két sor szimmetrikus, attél fliggden, hogy a
duplan fekete csomépont bal vagy jobb oldali gyermek-e.
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Torlés piros-fekete fabol (4. eset)

(i) aleset

)

Ebben az esetben eldallitunk egy extra fekete csomoépontot, a tokent eldobjuk
és készen vagyunk. Ahogy az &bran lathato, a token alatti levelekhez vezeté

utakon a fekete csomoépontok szama eggyel nd, mig a tébbi Gtvonalon
valtozatlan marad, és a tdbbi piros-fekete tulajdonsag sem sériil.
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A kupac definicidja

Kupac

A kupac olyan fa, amely rendelkezik a kupac tulajdonsaggal: a
gyOkérelemet kivéve barmely adatelemének a kulcsa kisebb
vagy egyenld az adatelem szUlléjének a kulcsanal. Az ilyen
faban a legnagyobb kulcsu elem mindig a gyokérelem, ezért
max-kupacnak is nevezzik. Ha megforditjuk a relaciét, akkor a
gy6kérelem lesz a legkisebb kulcsu elem, ekkor min-kupacot
kapunk.

Megjegyzés

A kupac egyes elemeiben a gyermek csomopontok szamara
nézve altalaban nincs megszoritas. A kupac adatszerkezetnek
rengeteg valtozata létezik attdl fliggéen, hogy hany gyermek
csomopontja lehet az egyes elemeknek.
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Binaris kupac Specialis fak
Késa Mark
Panovics Janos

Binaris kupac Szathmary Laszlé

A binaris kupac olyan binaris fa, amely a kupac tulajdonsagon kiviil az
alak tulajdonsaggal is rendelkezik: a fa teljes binaris fa, azaz
minimalis magassagu, és ha a legalsé szint nincs teljesen kitdltve,
akkor azon a szinten a csomopontok balrél jobbra kerlilnek feltéltésre.

Megjegyzés

Piros-fekete fa

Okasaki-féle besziras

A kupac tulajdonsag nem hatdrozza meg a gyermek csomépontok e o0 e
sorrendjét, ezért azok tetszélegesen felcserélhetdk, hacsak meg nem Torlss
sértik az alak tulajdonsagot. [kupae

Kupacrendezés
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Ellenpéldak

Séril a kupac tulajdonsag:
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A binaris kupac reprezentacioja Specials fék

Az alak tulajdonsag miatt a binaris kupacot leggyakrabban egy panosaMark
tombbel reprezentaljuk. Nincs sziikség mutatékra, mivel barmely Szathmary Las216

adatelem szll6jének és gyermekeinek az indexe egyszer(i szamtani
miveletekkel meghatarozhaté az adatelem indexébdl. Ha a témb
indexelése 1-rél indul, akkor az A; elem

® gyermekei az Ay és az Ay,

® sz{iléje az AH elem lesz.
2 Piros-fekete fa
Okasaki-féle beszuiras
@ CLRS-féle beszliras
Torlés

(19) (36) EE—

Kupacrendezés

5011936 |17 | 3 |25 1 2|7




Beszuras binaris kupacba

® beszlr: 2
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Beszlras binaris kupacba Specials fék
Késa Mark
Panovics Janos
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Beszuras binaris kupacba

® beszlr: 2
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Beszuras binaris kupacba

® beszlr: 2
® beszur: 30
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Beszuras binaris kupacba

® beszlr: 2
® beszur: 30
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Beszuras binaris kupacba

® beszlr: 2
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Kupacositas

e Jelblje i az A tdmb indexét.
* Az A[i] elem baloldali és jobboldali részfai kupacok.

e Elképzelhetd viszont, hogy A[i] kisebb mint a gyerekei,
vagyis séril a kupac tulajdonség.

e A kupacositas soran az i. pozicién lévd binaris fabél
kupacot csinalunk gy, hogy az A[i] elemet lefelé
mozgatjuk a kupacban.
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Kupacositas

® A kupac tulajdonsag sérll az 1-es index{ elem esetében. A 2-es

és 3-as index részfak viszont kupacok.
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Maximalis elem torlése (#1)

* A legnagyobb elem a kupac tetején talalhat6. Ez a kupac
gyOkere.

e Ezt kitdrolhetjik, s felnozzuk a helyére az egyik gyerekét.
e Az (ires hely lefelé mozog a faban.
® Az ires hely barhové kerllhet az utols6 szinten.

® Az igy létrejovo fa utolsd szintjén az elemek nem lesznek
balra rendezettek, vagyis séril az alak tulajdonsag.

Specialis fak

Késa Mark
Panovics Janos
Szathmary Laszlo

Piros-fekete fa
Okasaki-féle besziras
CLRS-féle besziras
Torlés

Kope

Kupacrendezés



Maximalis elem torlése (#1)
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Maximalis elem torlése (#1)

Nem teljesil az alak tulajdonsag.
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Maximalis elem torlése (#2)
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Maximalis elem torlése (#2)

e Cseréljik ki a kupac tetején Iévd elemet a kupac utolsé elemével.
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Maximalis elem torlése (#2)

e Cseréljik ki a kupac tetején Iévd elemet a kupac utolsé elemével.
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Kupac épitése

® A legals6 szinten kezdlink s onnan haladunk felfelé,
jobbrél balra haladva.

¢ Kezdetben minden levélelem kupac.

1: procedure KUPAC-EPITESE(A)
2 for i < [n/2] downto 1 do
3: KUPACOSIT(A, i)

4 end for

5. end procedure
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Kupac épitése

® A legals6 szinten kezdlink s onnan haladunk felfelé,
jobbrél balra haladva.

¢ Kezdetben minden levélelem kupac.

1: procedure KUPAC-EPITESE(A)
2 for i < [n/2] downto 1 do
3: KUPACOSIT(A, i)

4 end for

5. end procedure
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Kupac épitése

® A legals6 szinten kezdlink s onnan haladunk felfelé,
jobbrél balra haladva.

¢ Kezdetben minden levélelem kupac.

1: procedure KUPAC-EPITESE(A)
2 for i < [n/2] downto 1 do
3: KUPACOSIT(A, i)

4 end for

5. end procedure
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Kupac épitése

® A legals6 szinten kezdlink s onnan haladunk felfelé,
jobbrél balra haladva.

¢ Kezdetben minden levélelem kupac.

1: procedure KUPAC-EPITESE(A)
2 for i < [n/2] downto 1 do
3: KUPACOSIT(A, i)

4 end for

5. end procedure
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Kupac épitése

® A legals6 szinten kezdlink s onnan haladunk felfelé,
jobbrél balra haladva.

¢ Kezdetben minden levélelem kupac.

1: procedure KUPAC-EPITESE(A)
2 for i < [n/2] downto 1 do
3: KUPACOSIT(A, i)
4 end for
5. end procedure
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Kupac épitése

® A legals6 szinten kezdlink s onnan haladunk felfelé,
jobbrél balra haladva.

¢ Kezdetben minden levélelem kupac.

1: procedure KUPAC-EPITESE(A)
2 for i < [n/2] downto 1 do
3: KUPACOSIT(A, i)
4 end for
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Kupac épitése

® A legals6 szinten kezdlink s onnan haladunk felfelé,
jobbrél balra haladva.

¢ Kezdetben minden levélelem kupac.

1: procedure KUPAC-EPITESE(A)
2 for i < [n/2] downto 1 do
3: KUPACOSIT(A, i)
4 end for
5. end procedure
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Kupac épitése

® A legals6 szinten kezdlink s onnan haladunk felfelé,
jobbrél balra haladva.

¢ Kezdetben minden levélelem kupac.

1: procedure KUPAC-EPITESE(A)
2 for i < [n/2] downto 1 do
3: KUPACOSIT(A, i)

4 end for

5. end procedure
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Kupacrendezés

A kupac segitségével viszonylag egyszeriien implementalhaté
egy olyan helyben rendezd algoritmus, amely altalanos
esetben majdnem olyan gyors, mint a gyorsrendezés, a
legrosszabb esetben viszont gyorsabb annal.

Az otlet

El6szor is binaris max-kupacca alakitjuk a rendezendd témbét.
Ezutan kicseréljiik a témb els6 (legnagyobb) elemét az
utolséval, amely igy a helyére kertl. Helyreallitjuk a binaris
max-kupacot az utolso6 elem elhagyasaval kapott résztémbben,
majd kicseréljik az elsé elemet az utolsé eléttivel, és igy
tovabb...

Megjegyzés

Az algoritmus alatt a témb eleje tartalmazza a kupacot, a vége
pedig a mar rendezett résztdmbot.
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A kupacrendezés algoritmusa e

Késa Mark

Az algoritmus bemeneteként adott adatszerkezetet A-val, Panovics Janos

Szathmary Laszlo

elemeinek a szamat n-nel jeldljik.

1: procedure KUPACRENDEZES(A)
2: KUPACOSIT(A)
3: Vég < n
4: while vég > 1 do
5: CSEREL(A, 1, vég) oros fokete a
6: SZlTAL(A, 1, Vég — 1) Okasakifee besciras
7: vég + vég — 1
8: end while Kupac
9: end procedure R
1: procedure KUPACOSIT(A)
2: start + [n/2]
> start kezdetben az utols6 nem levél elem indexe
3 while start > 1 do
4 SZITAL(A, start, n)
5: start « start — 1
6 end while
7: end procedure
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A szitalas algoritmusa

1: procedure SzITAL(A, bal, jobb)
2 gyo6kér < bal
3: while gydkér « 2 < jobb do
4 gyerek + gyo6kér 2
> gyerek a gyokér bal oldali gyermeke

5: csere < gyokér
> csere a gydkér azon gyermeke, amelyikkel ki kell 6t cserélni
6 if A[csere] < A[gyerek] then
7: csere + gyerek
8 end if
9: if gyerek < jobb and A[csere] < Algyerek + 1] then
10: csere + gyerek + 1
11: end if
12: if csere # gybkér then
13: CSEREL(A, gydkér, csere)
14: gyokér + csere
15: else
16: return
17: end if

18: end while
19: end procedure
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